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K(X,Y) COMME SOUS-ESPACE COMPLE´MENTE´ DE
L(X, Y )
DAHER MOHAMMAD
Re´sume´. Soient X ,Y des espaces de Banach. Dans ce travail nous
montrons que K(X,Y ) contient une copie comple´mente´e de c0,
si Y contient ℓ∞ isomorphiquement, ou Y contient c0 isomorphi-
quement et toute suite borne´e dans Y ∗ admet une sous-suite qui
converge pre´faiblement.
Dans la suite, nous prouvons qu’il existe un espace de Banach
X tel que K(X) est comple´mente´ dans L(X), et K(X) n’est pas
comple´mente´ dans son bidual.
Abstract. LetX ,Y be Banach spaces. In this work, we show that
K(X,Y ) contains a complemented copy of c0, if Y contains a copy
of ℓ∞, or Y contains a copy of c0 and every bounded sequence in
Y ∗ has a subsequence which is w∗−convergente
In the follwing, we show that there exists a Banach space X
such that K(X) is complemented space in L(X) but K(X) is not
complemented in its bidual.
Classification : 46B07, Secondaire 47B10
Mots cle´s : projection dans L(X, Y ).
Introduction.
Soient X ,Y des espaces de Banach . On de´signe par L(X, Y ) l’espace
des ope´rateurs borne´s de X dans Y et par K(X, Y ) le sous-espace de
L(X, Y ) forme´ des ope´rateurs compacts.
Dans ce travail, nous montrons que K(X, Y ) contient une copie
comple´mente´e de c0, si Y contient ℓ
∞ isomorphiquement, ou Y contient
c0 isomorphiquement et toute suite borne´e dans Y
∗ admet une sous-
suite qui converge pre´faiblement. Dans la suite, nous retrouvons des
re´sultats de M.Feder [Fe], J.Johnson [Joh], et G.Emmanuele [Emm]
concernant l’existence d’une projection continue de L(X, Y ) surK(X, Y ).
Finalement, nous racacte´risons l’existence d’une projection conti-
nue :K(X, Y )→ K(X, Y )∗∗, si Y ou X∗ a la proprie´te´ de l’approxima-
tion borne´e.
Pour tout Banach X, on de´signe par BX la boule unite´ ferme´ de X
et par X∗ le dual de X.
Notons pour tout x ∈ X et tout x∗ ∈ X∗ (x, x∗) = x∗(x).
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De´signons par (ek)k≥0 la base canonique de c0.
Dans la suite on fixe deux espaces de Banach X, Y de dimensions
infinies.
Proposition 0.1. Supposons que Y contient c0 isomorphiquement.
Alors il existe un ope´rateur σ : ℓ∞ → L(X, Y ) tel que
a) ℓ∞ ≈ σ(ℓ∞).
b) σ(ℓ∞) ∩K(X, Y ) = σ(c0).
c) Il existe une projection continue P : L(X, Y ) → σ(ℓ∞) telle que
P|K(X,Y1) est une projection sur σ(c0), ou` Y1 est un sous-espace de Ba-
nach de Y isomorphe a` c0.
d) Supposons Y contient ℓ∞ isomorphiquement, ou toute suite borne´e
dans Y ∗ admet une sous-suite qui converge pre´faiblement. Alors il existe
Λ ⊂ N et une projection continue Q : L(X, Y ) → σ(ℓ∞(Λ)) telle que
Q|K(X,Y ) est une projection sur σ(c0(Λ)).
De´monstration.
a).
Soient Y1 un sous-espace de Banach de Y et U : c0 → Y1 un tel
isomorphisme. D’apre`s [Di, Chap.XII]-[Jos]-[Ness], il existe une suite
(x∗k)k≥0 dans la sphe`re unite´ de X
∗ telle que x∗k →
k→+∞
0 pre´faiblement.
On de´finit l’ope´rateur σ : ℓ∞ → L(X, Y ) par σ(α)(x) =
∑
k≥0
αk(x, x
∗
k)U(ek),
α = (αk)k≥0 ∈ ℓ
∞, x ∈ X.
Pour tout k ∈ N, il existe xk ∈ X tel que (xk, x
∗
k) 6= 0. Cela implique
que σ est injectif.
Etape 1 : Montrons que σ est un ope´rateur borne´.
Pour tout α ∈ ℓ∞ et tout x ∈ X on a
‖σ(α)(x)‖Y =
∥∥∥∥∥∑
k≥0
αk(x, x
∗
k)U(ek)
∥∥∥∥∥
Y
=
∥∥∥∥∥∥∥∥U(
∑
k≥0
αk(x, x
∗
k)ek)
∥∥∥∥∥∥∥∥
Y
≤
‖U‖
∥∥∥∥∥∑
k≥0
αk(x, x
∗
k)ek
∥∥∥∥∥
c0
≤ ‖U‖ ‖α‖ℓ∞ × sup
k≥0
|(x, x∗k)| ≤ ‖U‖ × ‖α‖ℓ∞ × ‖x‖ .
Il en re´sulte que σ est un ope´rateur borne´.
Etape 2 : Montrons que σ est un isomorphisme sur son image.
Fixons k ∈ N. De´signons par z∗k la forme line´aire de´finie sur Y1 par
(Uej , z
∗
k) = δjk, j ∈ N, ou` δjk est le symbole de Kronecker.
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Soient α ∈ ℓ∞, ε > 0 et k ∈ {j ∈ N; αj 6= 0}. Il existe xk ∈ BX tel
que 1 = ‖x∗k‖ ≤ |(xk, x
∗
k)|+ ε/ |αk| . Pour tout k ∈ {j ∈ N ; αj 6= 0} on
a
|αk| ≤ |αk| × [|(xk, x
∗
k)|+ ε/ |αk|] = |αk| × |(xk, x
∗
k)|+ ε
= |(σ(α)(xk), z
∗
k)|+ ε ≤ ‖σ(α)‖ × sup
k≥0
‖z∗k‖Y ∗1
+ ε.
. Cela entraˆıne que σ est un isomorphisme sur son image.
b).
Montrons que σ(c0) ⊂ σ(ℓ
∞) ∩K(X, Y ).
Soient α ∈ c0 et ε > 0. Il existe k0 ∈ N tel que |αk| ≤ ε pour tout
k ≥ k0. Conside´rons Tn : X → Y l’ope´rateur de´finie par
Tn(x) =
n∑
k=0
αk(x, x
∗
k)Uek, x ∈ X, n ∈ N.
Il est e´vident que la suite (Tn)n≥0 est dansK(X, Y ) et que ‖Tn − σ(α)‖L(X,Y ) <
ε pour tout n ≥ k0, donc σ(α) est un ope´rateur compact.
Montrons que σ(ℓ∞) ∩K(X, Y ) ⊂ σ(c0).
Remarquons d’abord que si α1, ..., αn ∈ C et y =
∑
k≤n
αkU(ek), (y, z
∗
j ) →
j→∞
0, donc par densite´ pour tout y ∈ Y1 (y, z
∗
j ) →
j→∞
0.
Soit α ∈ ℓ∞ tel que σ(α) ∈ K(X, Y ). Supposons que α /∈ c0. Il existe
donc ε0 > 0, tel que pour tout k ∈ N, il existe mk ∈ N ve´rifiant
mk ≥ k et |αmk | ≥ ε0. (0.1)
Posons T = σ(α) ∈ K(X, Y1). Pour tout k ∈ N, il existe xk dans
la boule unite´ de X tel que |(xk, x
∗
k)| ≥ 1 − 1/k + 2. Il est clair que
αk = (Txk, z
∗
k)/(xk, x
∗
k) pour tout k ∈ N.
Comme T est un ope´rateur compact, il existe une sous-suite (xmkj )j≥0
dans X telle que T (xmkj ) →j→+∞
y ∈ Y1. D’autre part, pour tout j ∈ N
αmkj =
[
(Txmkj − y, z
∗
mkj
) + (y, z∗mkj
)
]
/(xmkj , x
∗
mkj
)
et (y, z∗mkj
) →
j→+∞
0. Par conse´quent αmkj →j→+∞
0, car |(xk, x
∗
k)| ≥
1− 1/k + 2 pour tout k ∈ N, ce qui est impossible d’apre`s (0.1). Donc
α ∈ c0.
c).
D’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, pour tout k ∈ N, il existe
y∗k ∈ Y
∗ qui prolonge z∗k ∈ Y
∗
1 et ‖z
∗
k‖Y ∗1
= ‖y∗k‖Y ∗
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Soit maintenant T ∈ L(X, Y ). De´finissons a(T ) ∈ ℓ∞ par αk(T ) =
(Txk, y
∗
k)/(xk, x
∗
k), k ∈ N et P : L(X, Y ) → σ(ℓ
∞) par P (T ) =
σ [α(T )] , T ∈ L(X, Y ).
Etape 1 : Montrons que P est une projection.
Soient α ∈ ℓ∞. Posons T = σ(α). Remarquons que
αk(T ) = (Txk, y
∗
k)/(xk, x
∗
k) =
(Txk, z
∗
k)/(xk, x
∗
k) = αk(U(ek), z
∗
k)(xk, x
∗
k)/(xk, x
∗
k) = αk.
Donc P est une projection.
Etape 2 : Montrons que P est continue.
Pour tout T ∈ L(X, Y ) nous avons ‖σ(α(T ))‖ ≤ ‖σ‖×‖α(T )‖ℓ∞ ≤
‖σ‖×supk≥0 |[(Txk, y
∗
k)/(xk, x
∗
k)]| ≤ ‖σ‖×[‖T‖]×
[
supk≥0(‖y
∗
k‖ /(1− 1/k + 2))
]
.
Etape 3 : Soit T ∈ K(X, Y1). Montrons que α(T ) ∈ c0.
Comme P est une projection, d’apre`s b), T = σ(α(T )) ∈ K(X, Y )∩
σ(ℓ∞) = σ(c0), c’est-a`-dire que α(T ) ∈ c0.
d).
Cas 1 : Y contient ℓ∞ isomorphiquement.
Comme ℓ∞ est injectif, on peut supposer que Y ≈ ℓ∞. Conside´rons
G : Y → ℓ∞ un isomorphisme. Notons (fn)n≥0 la base canonique de ℓ
1,
h∗n = G
∗fn ∈ Y
∗, n ∈ N et U : c0 → Y1, la restriction de G
−1 a` c0.
Soit maintenant T ∈ L(X, Y ). De´finissons β(T ) ∈ ℓ∞ par βk(T ) =
(Txk, h
∗
k)/(xk, x
∗
k), k ∈ N et Q : L(X, Y ) → σ(ℓ
∞) par Q(T ) =
σ [β(T )] , T ∈ L(X, Y ). Par un argument analogue a` celui de c), on
montre que Q est une projection continue et Q|K(X,Y ) est une projec-
tion sur σ(c0) (ici Λ = N).
Cas 2 : Toute suite borne´e dans Y ∗ admet une sous-suite pre´faiblement
convergeante.
Il existe une sous-suite (y∗nk)k≥0 telle que y
∗
nk
→
k→∞
y∗ pre´faiblement
dans Y ∗. De´singons par Λ = {nk; k ∈ N} .
Soit U : c0(Λ) → Y1 un isomorphisme. On de´finit l’ope´rateur σ :
ℓ∞(Λ)→ L(X, Y ) par σ(α)(x) =
∑
k∈Λ
αk(x, x
∗
k)U(ek), x ∈ X,α ∈ ℓ
∞(Λ)
Pour tout T ∈ L(X, Y ) on de´finit γ(T ) ∈ ℓ∞(Λ) par γk(T ) =
(Txk, y
∗
k − y
∗)/(xk, x
∗
k), k ∈ Λ et Q : L(X, Y )→ σ(ℓ
∞(Λ)) par Q(T ) =
σ [γ(T )] , T ∈ L(X, Y ).
Montrons que Q est une projection.
Conside´rons T = σ(α), α ∈ ℓ∞(Λ). Pour tout k ∈ Λ on a γk(T ) =
(Txk, y
∗
k−y
∗)/(xk, x
∗
k) = (Txk, z
∗
k−y
∗)/(xk, x
∗
k) =
[∑
j∈Λ
αj(xk, x
∗
j )(U(ej), z
∗
k − y
∗)
]
/(xk, x
∗
k) =
αk, car pour tout j ∈ Λ (U(ej), y
∗) = limk→∞(U(ej), z
∗
nk
) = 0.
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Par un argument analogue a` celui de c), on montre que Q est conti-
nue.
Montrons finalement que γ(T ) ∈ c0(Λ), pour tout T ∈ K(X, Y ).
Soit T ∈ K(X, Y ). Supposons que γ(T ) /∈ c0, il existe ε0 > 0 tel que
pour tout k ∈ N, il existe mk ∈ Λ ve´rifiant
mk ≥ k et
∣∣∣γm
k
(T )
∣∣∣ ≥ ε0. (0.2)
D’autre part, il existe une sous-suite (xmkj )j≥0 telle que Txmkj →j→∞
y ∈ Y.
Pour tout j ∈ N on a
γmkj
(T ) =
[
(Txmkj − y, y
∗
mkj
− y∗) + (y, y∗mkj
− y∗)
]
/(xmkj , x
∗
mkj
).
Il est clair que γmkj
(T ) →
j→∞
0, car (y, ymkj − y
∗) →
j→∞
0, ceci est
impossible, donc γ(T ) ∈ c0(Λ).
Les deux corollaires suivants sont une conse´quence de la proposition
0.1-d.
Corollaire 0.1. Supposons Y contient ℓ∞ isomorphiquement. Alors
K(X, Y ) contient une copie comple´mente´e de c0.
Corollaire 0.2. Supposons que Y contient c0 isomorphiquement et
que toute suite borne´e dans Y ∗ admet une sous-suite qui converge
pre´faiblement. Alors K(X, Y ) contient une copie comple´mente´e de c0.
Corollaire 0.3. [Fe, Coroll.4]-[Ch, Coroll.4]-[Joh, Th. 4]Supposons que
Y contient c0 isomorphiquement. Alors il n’existe aucune projection
continue :L(X, Y )→ K(X, Y ).
De´monstration.
Suppososns qu’il existe une projection continue P : L(X, Y ) →
K(X, Y ).
Cas 1 : Y ne contient pas ℓ∞ isomorphiquement et X ne contient
pas une copie comple´mente´e de ℓ1.
D’apre`s [Kalt, Th.4], K(X, Y ) ne contient pas ℓ∞ isomorphiquement.
D’autre part, la proposition 0.1, nous montre qu’il existe un isomor-
phisme σ : ℓ∞ → σ(ℓ∞) ⊂ L(X, Y ). En appliquant [Kalt, Prop.2],
on voit que P ◦ σ : ℓ∞ → K(X, Y ) est faiblement compact, ceci est
impossible, car P ◦ σ|c0 = σ|c0un isomorphisme.
Cas 2 : Y ne contient pas ℓ∞ isomorphiquement et X contient une
copie comple´mente´e de ℓ1.
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Ce cas implique qu’il existe une porojection continue P1 : L(ℓ
1, Y )→
K(ℓ1, Y ).D’apre`s [Kalt, Th.6],K(ℓ1, Y ) ne contient pas c0 isomorphiquement,
ce qui est impossible, car K(ℓ1, Y ) contient ℓ∞ isomorphiquement.
Cas 3 : Y contient ℓ∞ isomorphiquement. D’apre`s la proposition
0.1-d), il existe une projection Q : K(X, Y ) → σ(c0). Comme ℓ
∞ est
un espace de Grothendieck, d’apre`s [Groth, Groth] σ ◦ Q ◦ P : ℓ∞ →
σ(c0) est faiblement compact, ce qui est impossible, car σ ◦ Q ◦ P|c0un
isomorphisme.
Corollaire 0.4. [Emm, Th.2]-[Ch, Coroll.7]-[Joh, Croll.7]Supposons
qu’il existe une projection continue P : L(X, Y ) → K(X, Y ). Alors
K(X, Y ) ne contient pas c0 isomorphiquement.
De´monstration.
D’apre`s le corollaire 0.3, Y ne contient pas c0 isomorphiquement.
Montrons d’abord que K(X, Y ) ne contient pas ℓ∞ isomorphique-
ment.
Supposons que K(X, Y ) contient ℓ∞ isomorphiquement. Le re´sultat
de [Kalt, Th.4], nous indique que X contient une copie comple´mente´e
de ℓ1, il en re´sulte qu’il existe donc une projection continue :L(ℓ1, Y )→
K(ℓ1, Y ), ce qui est impossible d’apre`s [Kalt, Th.6]. On en de´duit que
K(X, Y ) ne contient pas ℓ∞ isomorphiquement.
Supposons qu’il existe un isomorphisme σ1 : c0 → σ1(c0) ⊂ K(X, Y ).
Pour tout α ∈ ℓ∞ et tout x ∈ X on a
sup
{∥∥∥∥∥∑
J
αnσ1(en)x
∥∥∥∥∥
Y
; J est un sous-ensemble de N fini
}
<
‖x‖ × sup

∥∥∥∥∥∑
J
αnσ1(en)
∥∥∥∥∥
L(X,Y )
; J est un sous-ensemble de N fini
 <
‖x‖ × ‖σ1‖ sup
{∥∥∥∥∥∑
J
αnen
∥∥∥∥∥
c0
; J est un sous-ensemble de N fini
}
< +∞.
Comme Y ne contient pas c0 isomorphiquement, la se´rie
∑
n≥0
αnσ1(en)x
converge dans Y pour tout x ∈ X [Kalt, prop.3]. On de´finit σ2 :
ℓ∞ → L(X, Y ) par σ2(α)(x) =
∑
k≥0
αkσ1(ek)(x), x ∈ X . Conside´rons
P ◦ σ2 : ℓ
∞ → K(X, Y ). D’apre`s [Kalt, Prop2], P ◦ σ2 est faiblement
compact, car K(X, Y ) ne contient pas ℓ∞ isomorphiquement, c’est im-
possible, car P ◦ σ2|c0
= σ1.
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Proposition 0.2. Supposons que L(X, Y ) ne contient pas ℓ∞ isomr-
phiquement. Alors K(X, Y ) ne contient pas c0 isomorphiquement.
De´monstration.
Supposons qu’il existe un isomorphisme σ1 : c0 → σ1(c0) ⊂ K(X, Y ).
Remarquons d’apre`s la proposition 0.1 que Y ne contient pas c0 iso-
morphiquement et que
sup

∥∥∥∥∥∥∥
∑
J
αnσ1(en)(x)
∥∥∥∥∥∥∥
Y
; J est un sous-ensemble fini de N
 < +∞
pour tout α ∈ ℓ∞ et tout x ∈ X. L’espace Y ne contient pas c0
isomorphiquement, donc d’apre`s [Kalt, Prop.3], la se´rie
∑
k≥0
αnσ1(en)x
converge dans Y pour tout x ∈ X. On de´finit σ2 : ℓ
∞ → L(X, Y ) par
σ2(α)x =
∑
n≥0
αnσ1(en)x, α ∈ ℓ
∞, x ∈ X. Comme L(X, Y ) ne contient
pas ℓ∞ isomorphiquement, d’apre`s [Kalt, Prop.2] σ2 est faiblement com-
pact. Il en re´sulte que σ1 est faiblement compact, ceci est impossible,
par conse´quent K(X, Y ) ne contient pas c0 isomorphiquement.
Soit X, Y deux espaces de Banach. De´signons par X
∨
⊗ Y (resp.
X⊗̂Y ) le produit injectif de X ,Y (resp. le produit projectif de X, Y ).
De´signons d’autre part, par B(X × Y ) l’espace des formes biline´aires
u : X × Y → C telles que sup{|u(x, y)| ; ‖x‖ , ‖y‖ ≤ 1} <∞.
Thorme 0.1. Il existe un espace de Banach Z qui posse`des des pro-
prie´te´s suivantes :
1) K(Z) est un espace comple´mente´ de L(Z).
2) K(Z) n’est pas comple´mente´ dans son bidual.
Proposition 0.3. Supposons que Y ou X∗ a la proprie´te´ de l’approxi-
mation borne´e. Alors K(X, Y ) est complemente´ dans K(X, Y )∗∗, si et
seulement si K(X, Y ) et Y sont comple´mente´s dans L(X, Y ) et dans
Y ∗∗ respectivement.
De´monstration de proposition 0.3.
Supposons qu’il existe une projection continue Q : K(X, Y )∗∗ →
K(X, Y ) . Montrons que Y est comple´mente´ dans son bidual.
Conside´rons x0 dans la sphe`re unite´ de X et x
∗ dans la sphe`re unite´
de X∗ tels que (x0, x
∗) = 1. On de´finit l’ope´rateur H : Y → K(X, Y )
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par H(y)(x) = (x, x∗)y, x ∈ X, y ∈ Y et l’ope´rateur G : K(X, Y )→ Y,
par G(T ) = Tx0, T ∈ K(X, Y ). Notons Q1 = G ◦ Q ◦H
∗∗ : Y ∗∗ → Y.
Il est clair que Q1 est une projection continue sur Y.
Montrons que K(X, Y ) est comple´mente´ dans L(X, Y ).
Cas 1 : Y a la proprie´te´ de l’approximation borne´e.
D’apre`s [Joh, Lemma 2], il existe un isomorphisme U : L(X, Y ) →
K(X, Y )∗∗ tel que la restriction de U a` K(X, Y ) est l’identite´.
Notons P = Q ◦ U : L(X, Y )→ K(X, Y ). Il est facile de voir que P
est une projection continue sur K(X, Y ).
Cas 2 : X∗ a la proprie´te´ de l’approximation borne´e.
Il existe une suite ge´ne´ralise´e (Vi)i∈I d’ope´rateurs de rang finis :X
∗ →
X∗ telle que Vi → IX∗ uniforme´ment sur tout compact de X
∗ et
supi∈I ‖Vi‖L(X∗) < ∞. Posons pour i ∈ I et T ∈ L(X, Y ), U
T
i =
Vi ◦ T
∗ : Y ∗ → X∗ et HTi = Q1 ◦ (U
T
i )
∗
|X
: X → Y. Il est e´vident
que HTi ∈ K(X, Y ). On de´finit l’ope´rateur U : L(X, Y )→ K(X, Y )
∗∗,
par U(T ) = limU H
T
i , T ∈ L(X, Y ) (limite pre´faible suivant U dans
K(X, Y )∗∗). On se propose de montrer que P = Q ◦ U : L(X, Y ) →
K(X, Y ) est une projection continue.
Remarquons d’abord que P est continue, car la suite (Vi)i∈I est
borne´e dans L(X∗). Conside´rons T ∈ K(X, Y ). Comme T ∗ est com-
pact,
∥∥UTi − T ∗∥∥L(Y ∗,X∗) → 0, ceci implique que ∥∥(UTi )∗ − T ∗∗∥∥L(X∗∗,Y ∗∗) →
0. Il en re´sulte que
∥∥HTi −Q1 ◦ T∥∥L(X,Y ) = ∥∥HTi − T∥∥L(X,Y ) → 0, par
conse´quent P (T ) = Q ◦ U(T ) = Q(T ) = T.
Supposons qu’il existe une projection P : L(X, Y ) → K(X, Y ) et
Q1 : Y
∗∗ → Y une projection continue. Montrons que K(X, Y ) est
comple´mente´ dans K(X, Y )∗∗.
Comme Y ouX∗ a` la proprie´te´ de l’approximation borne´e,K(X, Y ) =
X∗
∨
⊗ Y. On de´finit l’ope´rateur J : X⊗̂Y ∗ → K(X, Y )∗
par (J
∑
k≤n
xk⊗y
∗
k,
∑
j≤m
x∗j ⊗yj) =
∑
k≤n,j≤m
(xk, x
∗
j)× (yj , y
∗
k), les xk ∈ X,
les y∗k ∈ Y
∗, les x∗j ∈ X
∗ et les yj ∈ Y.
Montrons que J est un ope´rateur borne´.
Conside´rons (xk)k≤n ∈ X, (y
∗
k)k≤n ∈ Y
∗, (x∗j )j≤m ∈ X
∗, (yj)j≤m ∈ Y.
On a alors
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∣∣∣∣∣(J∑
k≤n
xk ⊗ y
∗
k,
∑
j≤m
x∗j ⊗ yj)
∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
(y∗k,
k≤n
 ∑
j≤m
(x∗j ⊗ yj)
 (xk))
∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∑
k≤n
‖y∗k‖Y ∗
∥∥∥∥∥
[∑
j≤m
x∗j ⊗ yj)
]
(xk)
∥∥∥∥∥
Y
≤
∑
k≤n
‖y∗k‖Y ∗ ‖xk‖X
∥∥∥∥∥∑
j≤m
x∗j ⊗ yj)
∥∥∥∥∥
K(X,Y )
.
Donc J est continue.
Soit maintenant R ∈ K(X, Y )∗∗. On de´finit ξR ∈ (X⊗̂Y
∗)∗ par
ξR(u) = (J(u), R), u ∈ X⊗̂Y
∗. D’apre`s [Du, coroll.2,chap.VIII-2],
ξR ∈ B(X × Y
∗) = L(X, Y ∗∗). Conside´rons V : L(X, Y ∗∗) → L(X, Y )
l’opre´rateur de´fini par V (S) = Q1 ◦ S ∈ L(X, Y ), S ∈ L(X, Y
∗∗) et
Q : K(X, Y )∗∗ → K(X, Y ) l’ope´rateur de´fini par Q(R) = P [V (ξR)] ,
R ∈ K(X, Y )∗∗. On remarque que Q est une projection continue sur
K(X, Y ).
De´monstration du the´ore`me 0.1.
D’apre`s [Tab, Th4.1.1], il existe un espace de Banach Z tel que
Z∗ = ℓ1 et K(Z) soit comple´mente´ dans L(Z). Remarquons que l’es-
pace Z n’est pas re´flexif, comme Z∗∗ = ℓ∞ est un espace de Grothen-
dieck [Groth] Z ne peut pas eˆtre comple´mente´ dans son bidual. D’autre
part, Z∗ = ℓ1 a la proprie´te´ de l’approximation borne´e, d’apre`s [Du,
Chap.VIII-3] Z a la proprie´te´ de l’approximation borne´e. En appliquant
la proposition 0.3, on voit que K(Z) n’est pas comple´mente´ dans son
bidual.
Problme 0.1. Existe-il deux espaces de BanachX et Y tel que K(X, Y )
soit comple´mente´ dans son bidual et L(X, Y ) 6= K(X, Y )?
Remarque 0.1. Si Y ou X∗ a la proprie´te´ de l’approximation borne´e,
il existe une projection de L(X, Y )∗∗ sur K(X, Y )∗∗.
Preuve. En effet,
Supposons que Y a la proprie´te´ de l’approximation borne´e. Soit P1 :
K(X, Y )∗∗∗∗ → K(X, Y )∗∗ une projection continue telle que (P1V, ξ) =
(V, ξ) pour ξ ∈ K(X, Y )∗ et V ∈ K(X, Y )∗∗.
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L’application P1 ◦ U
∗∗ : L(X, Y )∗∗ → (K(X, Y )∗∗ est une projection
continue (U est l’ope´rateur de´fini auparavant).
Remarque 0.2. Soit X un espace de Banach. Supposons qu’il existe
une projection continue P : L∞(T, X) → L∞(T)
∨
⊗ X. Alors X est de
dimension finie.
Preuve. En effet,
Comme L∞(T, X) contient une copie (isome´trique) comple´mente´e de
ℓ∞(X) et L∞(T)
∨
⊗X contient une copie comple´mente´e de ℓ∞
∨
⊗X, alors
K(ℓ1, X) = ℓ∞
∨
⊗ X est comple´mente´ de L(ℓ1, X) = ℓ∞(X). D’apre`s
[Kalt, th.6], X est de dimension finie.
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